Devoir surveillé n°5 concours blanc - Correction

Exercice 1.

Partie I - Questions préliminaires

Soit n € N\ {0,1}. On se place dans E = R, [X], le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels
de degré inférieur ou égal & n. On confondra de fagon usuelle un polynéme avec sa fonction polynomiale

associée.
On note B = (1,X,X?,...,X") la base canonique de E.
Enfin, on définit I'application f sur F par :

f:P— (X - X%)P'+(1-2X)P.
Q1. Montrer que f est un endomorphisme de F.

» Montrons tout d’abord que f est a valeurs dans E. Soit P € E. En particulier deg(P) < n. On a
alors deg(P’) < n—1 et deg(P”) < n — 2. Ainsi deg((X — X2)P”) < net deg((l — 2X)P’) < n.
Finalement, deg(f(P)) < n, i.e. f(P) € E.

o Montrons maintenant que f est linéaire. Soient P, Q € E et A\, u € R.

FOP +pQ) = (X = X*)(AP + pQ)" + (1 = 2X)(AP + pQ)’
= (X = X*)(A\P" +uQ") + (1 = 2X) (AP + uQ’)
[ (X = X3P+ (1= 2X)P'| + p[(X - X3)Q" + (1 - 2X)Q]

= Af(P)+ pf(Q) donc f est linéaire.

e On a ainsi démontré que ‘ f est un endomorphisme de F ‘

Q2. Calculer f(1), f(X) et f(X*) pour k € [2;n]. Déterminer ensuite la matrice de f dans la base
canonique B de E.

On a immédiatement ‘f(l) =0et f(X)=1-2X ‘
Soit maintenant k € [2;n]. On a

FXF) = (X = XBk(k - 1)X*2 + (1 - 2X)kX !
=k(k—1DX*! — k(k — 1)X* + kX*1 — 2k x*

= | (—k® — k)X* 4+ K2 X+ 1|

Ainsi

0 1 0 0

0 -2 4

0 —6

Matg(f):

0
n?

0 0 —-n?2—-n
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Q3. On consideére ’application
p: ExE — R

1
(P.Q) — [ P@Q@)d.
a) Rappeler la définition d’un produit scalaire sur F.

Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

b) Montrer que ¢ est effectivement un produit scalaire sur E.

Symétrie : Soient P, Q € E.

PPQ) = [ P@QE) e = [ QuPE)dz = ¢(@. P)

Linéarité a gauche : Soient P, Q, R € E et A\, u € R.

PO +4Q, B) = [ (P + Q) (@) Rla) da
= /01 P(z)R(z)dx + ,u/ol Q(x)R(z)dx linéarité intégrale
= Ap(P, R) + pp(Q; R).
Linéarité a droite : Découle de la symétrie et de la linéarité a gauche.
Positivité : Soit P € E. On a ¢(P, P) = /1 P(z)?dz > 0 comme intégrale d’une fonction positive.
Caractére défini : Soit P € E tel que LpO(P, P) = 0. D’apres le calcul précédent, cela revient a

1
/ P(x)*dx = 0. La fonction z — P(z)? est continue, positive et d’intégrale nulle d’ot1, pour tout
0

x € [0;1], P(x)? = 0 puis P(z) = 0. Le polynéme P admet donc une infinité de racines (tous les
réels entre 0 et 1) donc nécessairement P = 0.

Par la suite, on pourra noter (P | Q) au lieu de p(P,Q). La norme associée a ¢ sera notée ||-||.

Partie II - Etude du cas n = 2

Dans cette partie, on prend n = 2. On a donc E = Ry[X] et B = (1, X, X?).
FE est muni du produit scalaire ¢ défini en Q3b.

Q4. Soit Ay la matrice de f dans la base canonique B de E. Montrer que :

0 1 0
Ay =10 -2 4
0 0 -6

D’apres Q2, on a déja f(1) =0, f(X) =1 —2X et le cas k = 2 du calcul de f(X*) donne f(X?) =
—6X24+4X =0+4X —6X2. En écrivant ces résultats en colonnes, on obtient bien la forme souhaitée
pour As.

Q5. L’endomorphisme f est-il bijectif ?

La matrice As n’est pas inversible car sa premiere colonne est nulle donc ‘ f n’est pas bijectif ‘

Q6. Préciser les valeurs propres de f. Peut-on, a ce stade, conclure a la diagonalisabilité de f?
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e La matrice As, qui est la matrice de f dans la base canonique, est triangulaire supérieure donc les
valeurs propres de f se trouvent sur la diagonale. Ainsi ‘ Sp(f) ={0,—-2,—6} ‘

o Comme f admet trois valeurs propres distinctes et opere sur Ro[X] qui est de dimension 3, on en

déduit que ‘ f est diagonalisable ‘

Q7. Déterminer des bases des sous-espaces propres de f (le terme de degré 0 de chaque vecteur des bases

sera pris égal a 1).

y = —6z
a8 = _6
« Y = (y) € E_(A2) < AY = —6Y <= {2y+4dz=-6y <= {y_ . 6 Ainsi
z
—6z = —62

E_¢(As2) = Vect((—16)) et donc | E_g(f) = Vect(1 — 6X + 6X?) |.
6

o Par des calculs analogues, on obtient | E_o(f) = Vect(1 — 2X) | et | Ey(f) = Vect(1) |
Dans les trois cas, le polynéme donné dans le Vect forme une base de I’espace propre correspondant

car il s’agit d’'un vecteur non nul.

Q8. a) Déterminer une matrice P inversible telle que :

Ay =P P! aveca > B> ~.

o o
o ™ O
=2 O O

Préciser les valeurs de a, 5 et 7.

0 0 O 1 1 1
D’apres les deux questions précédentes,ona|D = |0 -2 0 |etP=|0 -2 —6
0 0 -6 0 0 6
b) Calculer P!,
1 6 3 2
Via la méthode usuelle avec le pivot de Gauss, | P~! = 6 0 -3 -3
0 0 1

Q9. On considére maintenant les polynémes :
Lo=1, Li=1-2X, Ly=1-6X+6X2

a) Montrer que £ = (Lo, L1, L2) est une base orthogonale de E. On rappelle que E est muni du
produit scalaire ¢ étudié dans la partie L.

e Montrons d’abord qu’il s’agit d’une famille orthogonale.

1 1
<L0]L1>:/ 1-2zdz=|z-2% =1-1=0.
0 0
1 1
<L0]L2>:/ 1—6x+6x2dx:[x—3x2+2x3}0:1—3+2:0.
0

1 1 1
(L, yL2>:/ (1—2x)(1—6x+6x2)d:n:/ 1—8x+4182%— 1223 dx = [x—4x2+6m3—3x4 =0
0 0

e D’apres les calculs précédents ‘la famille £ est orthogonale ‘ Comme de plus ses éléments sont
non nuls, on en déduit que cette famille est libre (résultat de cours). Enfin, elle est composée de 3
vecteurs et dim(F) = 3 donc ’ L est une base de E ‘
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b) Calculer || Lo|| et ||L1]|-

1
Ona |[|[Loll2= (Lo | L :/1d:1::1donc Loll = 1] et
[ Loll* = (Lo | Lo) ; | Lol
4 1

1 1 1
HL1||2:/0 (1—2m)2d$:/0 1—43:—}—4:U2dm:[m—2x2+%x3]0:1—2+§:§

1

donc ||| L1]| = Weli

c) Déterminer une base orthonormale de R;[X].

D’apres la question Q9a, la famille (Lo, L1) est une base orthogonale de Ry [X]. Il suffit alors de
rendre ces deux vecteurs unitaires en les divisant par leur norme respective, calculée a la question

précédente. Ainsi | (1, v/3(1 — 2X)) est une base orthonormée de R;[X] |

d) Rappeler la définition de IIj, projection orthogonale de E sur R;[X]. Soit P» = X?. Exprimer
I1; (P,) en fonction de Ly, Ly et Lo.
On demande ici de faire explicitement les calculs.

o La projection orthogonale II; de E sur R;[X] est 'endomorphisme qui a tout vecteur de E lui
associe sa composante selon R;[X] dans la décomposition E = Ry [X] @ R{[X]*. (Ne pas hésiter a
faire un schéma pour illustrer.)

« Comme d’apres Q9c¢, (1, v/3(1 — 2X)) est une base orthonormée de R;[X], d’aprés le cours
I (X?) = (X? [ 1)1+ (X2 | V3(1 - 2X)) V3(1 - 2X)

— <X2 | 1> 1+3 <X2 | 1— 2X> (1 _ QX) > linéarité a droite

1 1 1
2 _ 29 _[1.3] _ 2
Or<X|1>—/0:r:d:c—[3x}0_3

1 1 11 1 -

2 _ — 2 _ — 2 3 _ (1,3 _ 1.4 _ - - _ = .
et (X?|1-2X) /O:U(l 2z) dz /Ox 22° dx {333 21‘}0 5 g . Ainsi
Hl(XQ):7+3<—1)(1—2X): Lix

6 6
e) Montrer que la distance de P, au plan vectoriel R;[X] vérifie :
AP, Ra[X]) = —
2, 1 _6\/5'
e 2 2| QB4 || 2 1
Dapres le cours, d(Pp, Ry [X]) = || X% — Iy (X2) || & | x —X+6H.Or
1 L 142 1 1 1 1 1
2 _ S 2 _ 4 _ 4, ,2, + 53, 12 1 _
HX X+6H—/O(yc x—|—6> dx _/Ox—i-a: +36 2z +3x Bxdx—..._5><36.

[ 1 1
Finalement d(PQ,Rl [X]) = m = 67\/5 .

Remarque : pour cette question, un schéma est bienvenu et valorisé.
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Exercice 2.
Pour ’ensemble de ’exercice, on considere la suite (u,) définie par :

1
Vn € N, un:/ %dt.
o (1+13)

Q10. Calculs préliminaires

a) Déterminer (a,b,c) € R? tel que :

1 a b(2t — 1) c
Vie R —1 = .
S ettt i TE

On part du membre de droite et on met au méme dénominateur :

a b(2t — 1) c a(t®>—t+1)+b(2t —1)(1+1t) +c(l+1)
ek =il - i —hd-1l (1+1¢)(2—t+1)
a(t®—t+1)+b2t2+t—1) +c(1+1¢)
(1+t)(t2—t+1)
(a+20)t2 + (—a+b+c)t+(a—b+c)

14 1¢3
. . . 1 . ;
Par identification avec 18 on obtient le systeme

a+2b=0 a+20=0 a=1/3
Lo<Lo+L3

—a+b+c=0 = 2c=1 < |{b=-1/6
L3« Ls—1L1

a—b+c=1 —3b+c=1 c=1/2

2t —

V3

La fonction ® est dérivable sur R comme composée de fonctions qui le sont.
/

En utilisant (arctanu)’ = T a2

b) Soit la fonction ®: ¢t — arctan< ) Calculer sa dérivée.

on a pour tout t € R :

+ u?’
1+<2t—1>2 34+(2t—1)2 42 —4t+4 2 T2 _t41]
V3

¢) En utilisant les questions précédentes, montrer que u; = «In(2) + Sr. Préciser les valeurs de «

et [.
Omn a
1 de a L —
o Quoa (111 1@-1) 1 1
o 1+ 0 31+t 6t2—t+1 2t2—t+1
1
Q1ob |1 1. 9 D(t)
= |zlnl+¢t{—=Int-—t+1+ —
gL+t - <ol +}+\/§0
1 o(1)  @(0)
= S+ 289
3 n(2) 533
Or ®(1) = arctan(l) =T et ®(0) = arctan(_l) = —arctan(l) ar imparité de arctan
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dott ®(0) = —B(1) = % Dot
1 T T
uy==-In2)+ —+ —=
11(2)+1 .e. le résultat attend 1tﬁ 1
= — In — =T, 7.€. 1e resultat attendu avec & — — € = b
3 3v3 3 33

Q11. Etude de la suite (uy,)
a) Montrer que Vn € N*, 0 < u, < 1.

Soit n € N*. Pour tout ¢t € [0;1], on a 3 > 0 donc 1 + > > 1 puis (1 + ¢3)" > 1. On passe

alors a l'inverse : ———— < 1. D’autre part, on a évidemment ;n > 0. Par croissance de
(1+13) (1+123)
1 1 dt 1
Pintégrale, on obtient / 0dt < / —— < / 1dt, d’ott |¥n € N*, 0 < uy, < 1)
0 o (1+13) 0

b) Montrer que la suite (u,) est monotone.

Soit n € N*. Par linéarité de l'intégrale

U —u /1 1 — 1 dt
T 1+8)" (1+13)"

T Jo (143" \1+1¢8
——

————

<0 donc ‘la suite (uy,) est décroissante ‘

¢) Montrer que la suite (u,) converge vers une limite £ € R que 1’on ne demande pas de calculer.

C’est une question de cours! D’apres les deux questions précédentes, la suite (u,) est décroissante

et minorée (par 0) donc ‘la suite (uy,) est convergente vers une limite ¢/ € R ‘

Q12. Etude de la série 3 uy,
1 1

< —.
(T+8)" = 1+83)"
Soit n € N*. Pour tout t € [0;1], onat > puis 1+t > 1+ 3 et donc (1+¢)" > (1 +¢3)". En
1 1
< 7|
1+t = (1+8)

a) Montrer que : Vn € N*, Vt € [0; 1],

passant a l’inverse, on obtient

., 1 1 1
b) Etablir le résultat : / —dt ~ —.
o (L+6)"  notoon

Soit n € N*. On calcule I'intégrale :

[ o= [aepma=[ Loy ozl 1 [2
o (1+t) ~Jo Cln+41 0_ n+1 notoon+1+c|n|

c) En déduire la nature de la série numérique E Up,.

1
Comme la série harmonique Z — est divergente, d’apres la question précédente, par équivalence de
n

E 1
séries a termes positifs, la série Z / OT dt est divergente. D’apres Q12a et par comparaison
0

)n
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de séries a termes positifs, on en déduit que |la série E uy, est divergente |

Q13. Etude de la série 3 tn
n

a)

b)

1
En écrivant = - 1, effectuer une intégration par parties dans I’expression de u

et montrer qu’il existe deux suites (a,) et (b,) telles que :

Vn € N*, wu, = ap + by (un, — Unt1).-
Identifier les expressions de a, et de b, pour tout n € N*.

1 _ —3nt?
m:(l—i—t?') netv’:ld’oﬁu’:(l_s;%etv:t.Les

fonctions u et v étant de classe C* sur [0;1], par intégration par parties, on a

Soit n € N*. On pose u =

1

t : t3
%2‘44W'+%/‘447ﬁ&
@+, o (1+#)

L 14¢3-1
o [ A0 L
(1+3)"

1 L 1 1
R (A u+¢%”¢dﬁ_4 U+¢%"dg

1
- 27 +3TZ( —un+1) ,

+1-1

linéarité intégrale

d’ou le résultat souhaité avec | a,, = 2% et b, = 3n|

1
En utilisant le développement en série entiére de In(1—x), établir la convergence de la série Z on
n
n>1
+o0 1
et montrer — = 1In(2).
que ) on =n(2)
n=1
D’abord, on sait que |Vz € |—-1;1[, In(1 — z) Z —|
SR 1 : . (1/2)" 1
En particulier, pour z = 5 € |—1;1[, on obtient la | convergence de la série Z = —
n n2n

et
+oo 1

(i)l

n=1

U
Déduire des questions Q13a et Q13b que la série Z — converge et calculer sa somme. On
n=1

exprimera le résultat en fonction de ¢ défini a la question Q11c.
U 1

D’abord, d’aprés Q13a, pour tout n € N*, on a — = = + 3(un — Unt1).
n n

. 1 .
D’apres la question précédente, p— est le terme général d’une série convergente.
n

De plus, u, — up4+1 est le terme général d’une série télescopique convergente car la suite (uy,) est
convergente d’apres Q1l1c (refaire le télescopage si nécessaire).
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Par linéarité, on en déduit que |la série E — est convergente | Enfin,
n

+o00 U
> S b3 )
n—

> Q13b + télescopage et Q11c

1)+ 3(An@ s o) o

3 3v3
T
=2In(2) + — — 3¢
@)+ 7
0 N 1y
14. On pose pour n € *,fun:/ — dt
« posep o (1+13)

a)

b)

Montrer que la suite (v,) est bien définie pour tout n € N*.

1 1

1
it *. La fonction t — ——— est ti ; . De pl —— ~ -
Soit n € N*. La fonction 7 est continue sur [0; +o00[. De plus on a 89" 5500 7

(1+t3)

oo dt
Or l'intégrale de Riemann /
1

B est convergente en +o0o (car 3n > 1) donc par équivalence de

fonctions positives, on en déduit que ‘l’intégrale définissant v,, est convergente ‘

En utilisant les résultats des questions Q10a et Q10b, déterminer la valeur de v.

D’apres la question précédente, v; est convergente. On pose X > 0 et on procéde de maniere
analogue a Q10c :

(2t—1) 1 1

/X dt Quoa (X1 1 1 L1 o
o 14+t Jo 314t 6t2—t+1 2t2—t+1
X
Quob |1 1. .9 d(t)
=P clnfl4¢ - lnl® —t+ 1]+ —2
l?) n|1 + ¢| 6n| + 1|+ 5 0
1 1 d(X) ®(0)
= =m0 = =l = e e — = —
3 )= ) V3 V3
1+ X)1/3 d(X
2 s |+ .9 N
(X2— X +1) VERCVE]

(1 +X)1/3 X1/3

Or (X2— X + 1)1/6 Xstoo X2/6

= 1 donc le premier terme tend vers 0 lorsque X tend vers +oc.

De plus, lim @®(X) = lim arctan(x) = g

X—+o0 r—>+00

Ainsi/th%O+ 7T+7T *47T iev*z—7r
0 14+8 X100 23 63 6V3 | ' 33/

En comparant les termes généraux u,, et v, pour n € N* déterminer la nature de la série E Un-

ong. an 2 1 dt +oo dt
Par positivité de ¢ — 7 sur [0; +o0[, on a u, = / W < / (7” = v, pour
0 0

1
(1+13) + t3 1413)
tout n € N*. Or d’apres Q12c, la série Zun est divergente donc par comparaison de séries a

termes positifs, Z vy, est divergente |.
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d) Montrer que

3n—1
Vn € N*, v,1 = 5, U
On pourra utiliser une intégration de par parties similaire a celle de la question Q13a.
w= L 7f = —33nt2 ,
Soient n € N* et X > 0. On pose , (11“ )™ donc t(Ht )" Les fonctions u et v sont
v = vV =

de classe C! sur [0; X]. Par intégration par parties, on obtient

X qt ¢ X X 3
. Iy e —
/0 (1+3)" [(1+t3)”]0 0 (1+3)"H
3 _
= 3\ / t +1 n+11 de
(X3 +X (1+1¢%)

X dt
_( —|—X3 < +t3 /0 (1+t3)n+1>-

X X 1
(1+ X3)" 400 X3 foo X3n—1 X stoo
les trois intégrales sont convergentes d’apres Q1l4a.

coup du cowboy

linéarité intégrale

D’une part, on a 0. D’autre part, lorsque X tend vers +oo,

3n—1

On obtient ainsi v, = 3n(v, — vy41), ce qui se réécrit | vy+1 = :
n

Up |-

e) En déduire le résultat :

2x5x---x(3n—4) 27
(1}, vp = =
Vne Nx{0;1}, v 3 = 1] 7

Procédons par récurrence.
2x5x - X (3n—4) 2w
Fx (1)1 3
3—1 21 Arx
3 3v3  9v3

Propriété a démontrer : pour n > 2, on pose P(n) : « v, =

Initialisation : D’une part d’apres la question précédente et Q14b, on a vy =

2m
D’autre part, ——— = —— donc P(2) est vraie.

321! \/3 9[

Hérédité : Soit n > 2. Supposons P(n) vraie. On a

” de?)n—lv Pn) 2X5X---X(3n—4)3n—12m
KA 30 (n —1)! 3n V3

3n—1=3(n+1)—4
2X5x -+ x(Bn—4)3(n+1)—4) 2n
3n+lpl

S

i.e. P(n+ 1) est vraie.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a montré que

2x5x---x(3n—4) 27

>2, v, |
vn>2 v x (n—1)! 3
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Exercice 3. (d’aprés CCINP TPC 2022)
Les questions Q17 & Q19 peuvent étre traitées dans avoir abordée les questions Q15 et Q16.

Soit p €]0;1[ et N € N*. Onposeg=1—p

Une entreprise dispose de N machines identiques en service. Chaque machine a, chaque jour, une probabilité
égale a p de tomber en panne, indépendamment des autres. Lorsqu’une machine tombe en panne, elle est

retirée définitivement du service.
Au jour numéro 0, toutes les machines sont en service.

Pour i € [1;N], on note X; la variable aléatoire égale au numéro du jour ou la i-éme machine tombe en

panne.

Q15. a)

b)

Toutes les variables aléatoires Xq, ...

Justifier que X suit la loi géométrique de parametre p notée ¥4 (p).
Préciser 'univers-image X1(Q2) et pour k € X1(Q0), P(X; = k).
Donner enfin 'espérance de X7.

La variable aléatoire X; correspond au rang du premier succés (tomber en panne) lors de répé-
titions indépendantes de la méme expérience aléatoire, le succes ayant a chaque fois une probabilité

p de se produire. Ainsi | X; — ¥(p) |

1

En particulier | X;(Q) = N* et Vk € N*, P(X; = k) = p(1 — p)F~! = pg"~!|et | BE(X;) = —|.
p

Soit k € N. Montrer que P(X; > k) = ¢*. En déduire que :

VEeN,vneN, Py (X1 >k+n)=PXy>k).
Pourquoi peut-on dire que la loi de X7 est sans mémoire 7
+oo
e On écrit (X1 > k) = U (X1 = i), les événements de cette union étant deux a deux in-
i=k+1

compatibles. Alors par incompatibilité puis somme d’une série géométrique de raison |¢| < 1, on

a
P(X,>k)= ZP Q15a2pq 1—p><q7— (car ¢ =1 —p).
i=k+1 i=k+1
o Soient k€ Netn e N.

p (X1>k+n):P((X1>k‘+n)ﬂ(X1>n))

Xi>n P(X: > n)
P(X; > k+n) Qisb ¢*t" i
P(X1 > n) g1 (X > k)

o Le calcul précédent montre que la machine numéro 1 a la méme probabilité de tenir k£ jours que
de tenir k + n jours sachant qu’elle a déja tenu n jours, 7.e. de tenir k jours de plus apres avoir déja
tenu n jours. On peut ainsi dire que la loi de X7 est sans mémoire puisque savoir ou non qu’elle a

déja tenu n jours n’influe pas sur la probabilité de tenir & jours de plus.

parameétre p.
On pose pour la suite de l'exercice Y = max {Xy,..., Xy}

Q16. a)

Expliquer pourquoi la variable aléatoire Y désigne le numéro du jour ou la machine la plus robuste

tombe en panne.
Préciser 'univers image Y (Q).
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Q17.

b)

d)

On pose pour n € N, up, =1 — (1 —¢"

a)

b)

L’événement Y = k signifie qu'une des variables aléatoires X; vaut k et les autres sont inférieures
ou égales a k. Autrement dit, cela signifie qu’une des machines est tombée en panne le k-éme jour
et que les autres sont tombées en panne avant. Ainsi Y correspond bien au jour ou une derniére
machine, la plus robuste, tombe en panne.

Par ailleurs, | Y (£2) = N*| en tant que maximum de variables aléatoires a valeurs dans N*.

Soit k € N. Justifier brievement que

puis montrer que P(Y < k) = (1 — qk)N.
Comme Y = max {Xy,..., Xy}, Pévénement Y < k est réalisé si et seulement X; < k est réalisé
pour tout ¢ € [1; N]. Autrement dit (Y < k) = %(XZ < k).

i=1 _—

Ensuite on a, pour tout i € [1; N], P(X; < k) = 1-P(X; > k)
des X;, on obtient

1—¢*. Ainsi, par indépendance

N N N
P(Y < k) :p(ﬂ(xi < k:)) =[[Pxi<h)=T[-¢"=|1-M"]|

i=1 =1 =1

Pour k € N, justifier que P(Y <k —1)+P(Y =k) =P(Y < k).

~—~—

Soit k € N. On peut écrire (Y < k)= (Y <k)U(Y =k)=(Y <k—1)U(Y = k). Comme il s’agit
d’une union d’événements incompatibles, on en déduit

|P(Y <k)=P(Y <k-1)+PY =k)|

Soit k € Y(§2), déduire de la question Q16c l'expression de P(Y = k) en fonction des parameétres
q, ket N.

Soit k € N*.

Ql6¢c

P(Y = k) P(Y <k)—P(Y <k-1)

Q- - (1= Y|

Q16b

)"

Déterminer un équivalent de (1 + x)¥ — 1 lorsque x tend vers 0.
En déduire un équivalent de u,, lorsque n tend vers —+oo.

Ona(l—l—x)N—lxiOl—i—Nx—i-o(a:)—l:N33+0(ff)$:0'

Comme ¢g € ]0;1[, on a —q" —+> 0, on peut donc utiliser ’équivalent précédent pour obtenir
n——+0oo

léquivalent [u, ~ —N(—q¢") = Nqg"|
+oo

Montrer que la série E uy, est convergente.
n=0

Comme |gq| < 1, la série géométrique E q" est convergente donc, par équivalence de séries a termes

positifs, |la série E uy, est convergente |
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On admet, pour toute la suite de l’exercice, que l'on a : E(Y') = Z Upy.

c) Lorsque N = 2, calculer E(Y').

Comme N =2, onau, =1— (1— q")2 =1—(1-2¢" +¢*") = 2¢" — ¢*". Par somme de séries
géométriques convergentes, on a

—+oo 400 400

1 1 2(1+q 1 1+ 2q
=S u =22 - D= = A T
n=0 n=0 n=0

q 1—gq 1—gq 1—g¢q 1—g¢q

On cherche maintenant a déterminer un équivalent de E(Y) lorsque N — +oo.

Q18. Soit f la fonction définie que Ry par f(z) =1— (1 — qI)N

+oo
a) Montrer que f(x) ~ Ng*. En déduire que 'intégrale / f(x) dx est convergente. On rappelle
T——+00 0

b)

que pour x € R, ¢* = ¢*nq,

e Ona ¢* = e*lnd —+> 0 car Ing < 0 puisque ¢ € ]0;1[. Par un calcul analogue a celui de Q17a,
T—r+00

on obtient | f(x) o Ng*
o

« Etudions maintenant la nature de lintégrale. La fonction f est continue sur [0;+oc[. Par
+oo
le premier point, f(z) fod N¢* = Ne*md, Or lintégrale e®M9dy est une intégrale de

référence convergente car Inq < 0. Par équivalence de fonctlons positives, on en déduit que

+oo
/ f(z) dz est convergente |.
0

i) A laide d’une suite géométrique, montrer que :
N-—
Vz € ]0; Z (1-4¢")

Soit z € ]0;+00[. On part du membre de droite ot I’on reconnait une somme géométrique :

N

N—-1 - T N _ _ AT
Y- =t - T oY - ),
k=0

i) Soit k € [0; N — 1].
N +oo
A laide du changement de variable ¢t = ¢%, calculer / ¢“(1—¢" )k dx.
0

o o0 1 X
En déduire que / flx)de =——") —.
0 Ing =k
Int
e On pose t = ¢* = e*M1 «— = e donc dz = ——. Par changement de variable, on
Ingq tlng
obtient o 0 . Lo
mhx%:/ﬂ4h—m4;/pﬂﬁ
/0 Pl alda= Al B di=g @)
O
' 1 1-tF+t 1
/(1—@%&:[— = .
0 k+1 0 kE+1

D’ou finalement

Foo ok 1 1
/0 q(l—q)dm—mxm.
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o Ensuite

linérarité intégrale

N-1 oo &
-3 [T ra-)a
k=0 "0
question précédente
3 -1 N-1 1
Ingq 0 k+1
j=k+1
1 &
Ing = J

c) i) Justifier que f est décroissante sur R..

La fonction f est dérivable sur R. comme composée de fonctions qui le sont.
Pour tout = > 0, on a (qg”)’ = (exlnq)/ = In(q) e*™™9 = In(q)q* donc

M = NIn(g) ¢*(1 - ¢°

~
<0 >0

f(x) = =N x (= 1In(g)q") (1 - ¢")

Ainsi ‘ f est décroissante sur R ‘

ii) Montrer que :
n+1

Vn €N, upi1 </ f(z)dx < up.

n

Soit n € N. D’apres la question précédente, f est décroissante sur Ry donc en particulier sur
[n;n 4 1]. Ainsi, pour tout x dans cet intervalle, f(n + 1) < f(z) < f(n). En intégrant, on

obtient
/n+1 i 4 1)l /n+1 )ik < /n+1 Ak, de 1)< /n+1 f(x)dz < f(n).

Or f(n)=1-(1- q”)N = u, et de méme f(n+1) = up41.

n+1
Finalement |Vn € N, up11 < / flx)de < uy |

n

N+1
iii) En déduire que : VN € N*, /
0

N N
f(x)dméZuné/ flx)dx + 1.
n=0 0

Soit N € N*. En sommant l'inégalité précédente de n =0 a N, il vient

N N ntl N
ZUn+1<Z/ f(:v)da:éZun.
n=0 n=0"" n=0

Par glissement d’indice a gauche et relation de Chasles au milieu, on obtient

N41 N1 N

;un</0 f(x)d:céZun

L’inégalité de droite ici correspond a celle de gauche souhaitée.
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Maintenant, prenons l'inégalité de gauche précédente en N — 1 au lieu de N :

N N N N
Zung/ f(z)dz. Or Zun:—uo—i—Zun.
n=1 0 n=1 n=0

Comme ug = 1, on obtient finalement la seconde inégalité attendue.

iv) Conclure enfin que :
N N
1 1 1 1
g SEMISI-gm 2
R R
Comme d’apres Q18a, 'intégrale de f est convergente en +o0o et d’apres Q17b, la série des
uy est convergente, on peut faire tendre N vers +oo dans les inégalités précédentes, ce qui

donne :
+0o0 400
<Y<t [ fa)da
n=0 0

Par définition de E(Y) donnée dans I'énoncé et la valeur de lintégrale calculée en ii), on
obtient

“+o00

0

1 X1
Tmg 2 S

k=1

Q19. On admet le résultat classique Z ~ InN.
- k N—+4c
Déterminer un équivalent simple de E(Y) lorsque N tend vers +oc. Interpréter le résultat obtenu pour

les machines de ’entreprise.

N
1
Pour N € N*, on pose Hy = Z R En divisant par
k=1
dans la question précédente, il vient

—H
N >0 chaque membre de I'inégalité obtenue

Ing Ing

1>—FEY)< —+1.
Hy (V) < Hy *
In
Comme Hy ol In N N_>—+>OO +00, on a Nl—i>r£oo —H—Jz +1 = 1. D’apres le théoréme des gendarmes appli-
In H In N
qué a l'encadrement précédent, on obtient lim ——qE(Y) =1,ie|EY) ~ i |
N— 00 N N—+oo Ing Ingq

En particulier, on a E(Y) N—+> 400, ce qui signifie que si 'entreprise dispose d’un tres grand
—+00

nombre de machines, la machine la plus robuste tombera en moyenne en panne au bout d’un temps
infini, autrement dit elle ne tombera pas en panne.
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